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§3 3 章の補足（p.151～p.153） 

問１ 

（１） 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 𝑥より 
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となるから, 領域は下の図のようになる. 

また, この図において, 点 A(1,   0)とし, 円周上の 

任意の点を P とする. 

円周角の性質より, ∠AOPは常に直角となるから, 

∠AOP = 𝜃とすると, OP = 1 ∙ cos 𝜃 = cos 𝜃となる. 

領域を図示すると 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

これより, 領域𝐷は以下の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ cos 𝜃 ,   −
𝜋

2
≦ 𝜃 ≦

𝜋
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したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ √𝑟2 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
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（２） 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 2𝑦より 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 ≦ 0 

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 − 12 ≦ 0 

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 ≦ 1 

となるから, 領域は下の図のようになる. 

また, この図において点 A(0,   2)とし, 円周上の 

任意の点を P とする. 

円周角の性質より, ∠AOPは常に直角となるから, 

OPと𝑥軸（𝑥 ≧ 0）がなす角を𝜃とすると, 

∠AOP =
𝜋

2
− 𝜃であるから,   OP = 2 cos (

𝜋

2
− 𝜃) 

よって,   OP = 2 sin 𝜃 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

これより, 領域𝐷は以下の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2 sin 𝜃 ,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋
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したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ 𝑟 cos 𝜃 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
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= ∫ {∫ 𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟
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ここで, sin 𝜃 = 𝑡とおくと, cos 𝜃 𝑑𝜃 = 𝑑𝑡より 

また, 𝜃と𝑡の対応は 

𝜃 0 → 
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𝑡 0 → 1 



よって 
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（３） 𝑥2 + 𝑦2 ≦ 2𝑥より 

𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 ≦ 0 

(𝑥 − 1)2 − 12 + 𝑦2 ≦ 0 

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≦ 1 

となるから, 領域は下の図のようになる. 

また, この図において点 A(2,   0)とし, 円周上の 

任意の点を P とする. 

円周角の性質より, ∠AOPは常に直角となるから, 

∠AOP = 𝜃とすると, OP = 2 cos 𝜃となる. 

 

 

 

 

 

 

 

 

これより, 領域𝐷は以下の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2 cos 𝜃 ,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋
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したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ 𝑟2 sin2 𝜃 ∙ 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃
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= ∫ {∫ 𝑟3 sin2 𝜃  𝑑𝑟
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問２ 

𝑧 ≧ 0より 

0 ≦ ℎ −
ℎ

2𝑎
√𝑥2 + 𝑦2 

ℎ

2𝑎
√𝑥2 + 𝑦2 ≦ ℎ 

√𝑥2 + 𝑦2 ≦ 2𝑎 

𝑥2 + 𝑦2 ≦ 4𝑎2 

よって, 不等式𝑥2 + 𝑦2 ≦ 4𝑎2の表す領域を𝐷とすると 

与式 = ∬ (ℎ −
ℎ

2𝑎
√𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦
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また, 領域𝐷は, 以下の不等式で表すことができる. 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2𝑎,   0 ≦ 𝜃 ≦ 2𝜋 

したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = ∬ (ℎ −
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（２）例題 2 より, 不等式(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2 ≦ 𝑎2, 𝑦 ≧ 0の 

表す領域を𝐷′とすると 

求める体積𝑉は 

𝑉 = 2 ∬ (ℎ −
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2𝑎
√𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦
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極座標に変換すると, 領域𝐷′は以下のような 

不等式で表すことができる. ※例題 2 より 

0 ≦ 𝑟 ≦ 2𝑎 cos 𝜃 ,   0 ≦ 𝜃 ≦
𝜋
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したがって, 与式を極座標に変換すると 

与式 = 2 ∬ (ℎ −
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